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PAPRASCIAUSIAS VARIACINIO SKAI CIAVIMO UZDAVINYS

Ekstremumai

Variacinis uzdavinys

ey)(caf)r fa 'F (z,y(2),y'(z))dz,

y(a) = A, y(b) = B

(1)

Bandomosios funkcijos
o) = 3(e) + enla), o) = 0(8) = 0. (o) € Chasd).
Funkcijy 7(z) pavyzdziai:
o) = (o~ a)(o ~ D) (o),
le) = sin T2 (o),

(@) = (f(z) — f(a))(f(z) - f())

Stiprusis ekstremumas

Aibé M, (stiprioji arba O edls aplinka)
My: y, € M,e>0 ir max |g7(x)—y(x)| <e.
z€lab]
b
Funkcijay = y(z) € M suteikia funkcionaluil (y) = f F(:z:, y,y’)d:z: stipryji ekstremun, jeigu
a

arba I(y) < I1(7), arba I(y) > I(7), Vi€ M.

Silpnasis ekstremumas

Aibeé M, (silpnoji arba | eits aplinka)

My:y, €M, e>0ir max |j(z) — y(z) + max ‘gj’(:z:) — y’(:z:)‘ <e.
z€la,b] z€la,b]

b
Funkcijay = y(z) € M suteikia funkcionaluil (y) = f F(:z:, y,y’)d:z: stipryji ekstremun, jeigu
a

arba I(y) <I(y), arbal(y)>1I(y), Vye M.
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Pavyzdys 1.

27‘[‘2

Iy)= [y 2=y )de, y(0) = y(2m) = 0.

Funkcijay = 0 suteikia silpgji ekstremura, nes jei

max [§(z) —y(z)| + max |§'(x) —y'(x) =
z€[0,27] z€[0,27]

max [§(z)| +max‘g7'(x)‘ <eg,
z€[0,27] z€[0,27]
tai I(y) > I(y) = 0, Ve < 1. Taigi funkcijay = 0 suteikia funkcionalusilpngj; minimums.

Tegul vl € < 1. 0 eiks (stipraja) aplinka sudaro funkcijogy = g(z), jei

max ]|gj(:1:) —y(z) = mrr[lax |i(z)| < €.

z€[0,27 €[0,27]
. . sin(n’z) .
Jei, pavyzdZiuig(z) = ——=, tai
n
2
1(9) = % < 0,n>3. (ty., y = 0 nérastiprusisminimumas).
n

Pavyzdys 2.
I(y) = foly’Q dz, y(0) =0, y(1) = 1.
Funkcijay = z suteikiaabsoliutj; minimum, nes jeig(z) = y(z) + n(z), ¢ia n(0) = n(1) = 0, tai
1G) - 1) = [ (v + ')~y do =
j(‘)12y'77' +n?ds = j(;ln'Q dz > 0,

1
1 1
nesfO 2y'77'da::2f0 n'd:z:z?n(:z:)oz().
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Batina ekstremumo slyga. Eulerio diferencialine lygtis

Variacinis uzdavinys

b
extr | F(z,y(z),y'(z))dz,
axtr [ F (20(2),0/(@) "

y(a) = A, y(b) = B
Funkcionalas
~ b / /
Be) = 1(7) = Iy +en) = [ F(w,y(2) + en(a),y'(x) + en/(@)) da
Jeiy = y(z) suteikia funkcionalui (1) ekstremumtai € = 0 yra funkcijos®(s) ekstremumo taskas,
tockl

3/(0) = 0.

Eulerio lygtis Fy (z,9,y") — diFy’/ (z,3,9')=0.
i

e=0

d b
®'(0) = d_gfa F(xvi‘/ +en,y’ + en’)dx
b
L Fy, (xa Y, y,) n+ Fy// (m, Y, y,)n, dzx.
Kadangin(a) = n(b) = 0, tai

b b
j; Fy'/ (x, y,y') n dr = j; Fy// (93, y,y’)dn =
b

b d
Fym(x)|, — j; aFy’f (z,9,9")n da
[
=0
ir
b d
(I)/(O):j; ng(mayvy/)_EFy/’(xayay/) 77d17:0

tai iScia
/ / d !
Fy(x,y,y )—EFZ// (x,y,y ) =0.

Variacinio uzdavinio ekstremale vadinsime kiekwuié&tulerio diferencialias lygties sprendin
Todkl tik ekstremad gali suteikti funkcionalui ekstremuwmn
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Pavyzdys.

12

1
Rasti uzdavinioextr fo " |y +y7 dz, y(0)=1, y(1) = e ekstremales.

12

d
F=ey?+ y? R =2ty Fp=ety o F = () ).

Eulerio lygtis F, — d%Fy'/ =0 | _« (" +y' —2y)=0

Bendrasis sprendinys

— z —2z
(visos ekstremas) y(x) = Cie’ + Cye

- i y(0) =1,
Atskiras sprendinys l = y(z) =

(variacinio uzdavinio ekstremgl| |y(1) = e,

Bandomyjy funkciju § = y(z) + n(z), n(a) = n()= 0 taikymas
n(@) = (z —a)(z = 0)f(2),
n(z) = sin [lm a ]f(x),

—a
b—a
Pavyzdyje

63—1

o do = = 0.542768....,

3
) dx:e 1+336 8952,
y=e" +ex(x—1) 2 2
[y ——
~0.35165

3
e —1 5 9.9 9
dr = -k —1).
y = e’ + esin(krz) o 2 +2€ m(e—1)

Tockl jei ekstremal y = ¢ funkcionalui suteikia ekstremugntai Sis ekstremumas yra minimumas.
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PAKANKAMOS EKSTREMUMO S ALYGOS

Jakobio litina ekstremumogdyga:
Uzdavinys

d d

. .. . aH 4 H " 1 "
turi  sprendil  u(z)= 0 intervale =z € (a,b]. Cia iSvestigs Fyy,Fyy/, oy

apskatiuojamos ekstremés y(z) taske.

12

1
Pavyzdyjeextrfo e’ y2 +y7 dr, y(0)=1y1)=e
) y/2
F=e" y2 +7 ) Fy/ = Zexy, Fyl/ = exy' , tockl

N o.T /. n oz
Fyy—Ze, Fyy/—o, y/y/_e,

ir Jakobio lygtis ekstremad y(z) = ¢* taske
—e” (u” +u — 2u) =0,
jos visi sprendiniai, tenkinantialgga u(a) = u(0) = 0, yra
u(z,C) = C’(ew - 6_250)

2z

Kadangiu(z,1) = ¢” —e “* = 0 tik kai z = 0, tai Jakobio glyga iSpildoma ir ekstremaly(z) = e*

gali suteikti ekstremum
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Lezandro pakankamos ekstremumlygos

Jei iSpildyta Jakobio atyga ir Fy’fy/ (x,y,y’)>0, kai y =y(z) ekstremal, tai Si

ekstremal suteikia funkcionalusilpng minimums.

Jei iSpildyta Jakobio a$yga ir y’fy/ (m,y,y’)zo, artimuose ekstremaley = y(x)
taSkuose(z,y) ir visoms y’' reikSneéms, tai Si ekstremalsuteikia funkcionaluistipry

minimung.

Pavyzdyje

12
2, Y

1
extr f e’
0
"

vy = e’ > 0, tockl ekstremad y = y(z) suteikia funcionalui stiprminimuma lygy

3 R—
pdv =S 5 L _ 9542768,

y=e
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Vejerstraso pakankamos ekstremuiglggos
Vejerdtraso funkcija:  E (29,9, p) = F(2,4,9') = F (z,y,p) — (v' — p) F (4. p)

Jei i3pildyta Jakobio afyga ir E(z,y,y',p) >0, artimuose ekstremaley = y(z)
taSkuosg(z,y) ir y' reikSmeéms artimoms, tai §i ekstremalsuteikia funkcionalusilpng

minimuma. Cia p yra ekstremab, einaxiios per task (z,y), krypties koeficientas.

Jei i3pildyta Jakobio afyga ir E(z,y,y',p) >0, artimuose ekstremaley = y(z)
taskuose(z,y) ir visoms y’ reikSmems, tai Si ekstremalsuteikia funkcionaluitipry

minimuns.

Pavyzdyje E =¢” (yQ + g2 /2) —e” (y2 + p/2) — (¥ —p)e"p = %e“" (v — p)2 >0, tock!

ekstremal y = y(z) suteikia funkcionalui stiprminimurma.



